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Resumen: Extendemos las ideas de Haiman (en [7], [8] y [9]) para la dimensión del anillo de coinvariantes diagonales (o anillo de la fibra cero)
RW , con W un grupo de reflexiones reales, al caso cuaterniónico. Nos basamos en que ciertos módulos del álgebra de reflexiones simpléctica para
W , son cocientes de RW .

1. W grupo de reflexiones

Definición:
W ≤ GL(V), dimFV <∞
(F = R, C o H)
W = ⟨r|codimF(fixV(r)) = 1⟩.

Si F = H, W es un grupo de re-
flexiones cuaterniónico.

Ejemplos: Γ ≤ SL2(C), grupos de re-
flexiones cuaterniónicos de rango 1.
(cı́clicos, binarios diedrales, tetra-
edral, octaedral e icosaedral)

Diagramas de Dynkin que están en biyección con las
representaciones de los Γ ≤ SL2(C).

2. RW Anillo de la fibra cero.

C[V ]W ↪→ C[V ] ←→ π : V ↠ V/W

RW := C[π−1(0)] =
C[V ]

⟨f − f (0)|f ∈ C[V ]W⟩
←→ π−1(0) ⊆ V

Objetivo: Conocer dimCRW

3. Álgebra de reflexiones simpléctica para un grupo de reflexio-
nes W

Es un álgebra filtrada A, tal que grA es isomorfo a C[V ] ⋊W como álgebras gra-
duadas. (se dice que A es una deformación de C[V ]⋊W ).
M se dice una fibra no conmutativa de A si dimCM

W = 1 y M está generado por
MW como A−módulo.

4. Se conoce:

Si W es un grupo lineal finito |W | ≤ dimCRW ≤
(
dim(V)+|W|−1
|W |−1

)
El número de Coxeter para un grupo de reflexiones W es

g =
2N

n
,

donde N es el número de reflexiones y n = dimCV

• Ejemplo: W =
〈(

ζ 0
0 ζ−1

)〉
, con ζ l = 1 grupo cı́clico de orden l. Tiene N = l− 1

reflexiones (todos menos la identidad) y n = 1, luego (g + 1)n = 2(l−1)
1 = 2l − 1.

RW tiene un cociente (g + 1)n-dimensional M ∈ AMod, para M fibra no conmuta-
tiva del álgebra de reflexiones simpléctica de W .

⇒ (g + 1)n ≤ dimCRW

Si W es un grupo de reflexiones real ✓
(Haiman 1994 y Gordon 2003)
Si W es un grupo de reflexiones complejo ✓
(Godon-Griffeth 2012 y Griffeth 2023)
Si W es un grupo de reflexiones cuaterniónico
Cartaya-Griffeth, en [1] (para una clase de estos grupos) ✓

5. Resultados y conjeturas

1. Los grupos de reflexiones cuaterniónicos del tipo Wn(Γ,∆)

Wn(Γ) = {γ(1)
1 γ

(2)
2 · · · γ

(n)
n ω | γ1, γ2, ..., γn ∈ Γ, ω ∈ Sn},

donde γ(l) es una matriz diagonal de tamaño n × n con 1 en todas las posicio-
nes diagonales salvo en (l, l) donde aparece γ ∈ Γ.

Sea ∆ ⊴ Γ tal que Γ/∆ es abeliano, definimos
Wn(Γ,∆) = {γ(1)

1 · · · γ
(n)
n ω ∈ Wn(Γ)|γ1· · · γn ∈ ∆}

Ejemplos: Si n = 1 y ∆ = Γ⇒ W1(Γ,∆) = W1(Γ) = Γ. Si Γ = ∆ = {1}
⇒ Wn(Γ,∆) = Sn

Teorema (C. & G. 2024): Existe una fibra no conmutativa del álgebra de reflexio-
nes simpléctica de Wn(Γ,∆) (g + 1)n-dimensional.
Luego, (g + 1)n ≤ dimCRWn(Γ,∆)

Para estos grupos
A = Hc(Γ, V )⊗n ⋊ Sn, donde
Hc(Γ, V ) = C⟨x,y⟩⋊Γ

⟨xy−yx=
∑

ciei⟩ es el
álgebra de reflexiones simpléctica
de rango 1.

Clasificación de los Hc(Γ, V )−módulos, vı́a una equivalencia de Morita con el álgebra preproyec-
tiva deformada (un cociente del álgebra de caminos para un quiver tipo Dynkin) [3].

2. Comparación entre la verdadera dimensión de RW y la cota inferior.

W dimCRW (g + 1)n

Γ ≤ SL2(C) 2|Γ| − 1 2|Γ| − 1
W2(Cl) 10l2 − 12l + 10 (conjetura via Macaulay2) (3l − 1)2

W2(Dl) 80l2 + 276l + 267 (conjetura via Macaulay2) (6l − 1)2

3. Usando un argumento de bases de Groebner (conjeturadas también vı́a cálculos
computacionales):
Proposición (C. 2025):
dimCRW2(Cl)≤10l2 − 12l + 10 y dimDRW2(Cl)≤80l2 + 276l + 267

En progreso: Demostrar la desigualdad≤, usando otras representaciones del álgebra
de reflexiones simpléctica. Seguir técnicas similares para otros grupos de reflexiones
cuaterniónicos.

Implicaciones

Mayor entendimiento de los grupos de reflexiones cuaterniónicos. De los cuales
sólo se tenı́a la clasificación en [2].
Estudio la extensión de conexiones con combinatoria algebraica que ya existen
para grupos de reflexiones complejos: 1- W-parking functions a partir del número
de Coxeter de W. (En [1] probamos que el número de Coxeter g en el caso cua-
terniónico es un entero positivo.) 2- Catalan numbers en las dimensiones de los
módulos deseados sobre A.
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